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1 引言
数字图像修复是目前新颖而前沿的研究热点。图像修复的主要目的是恢复图像中缺失的信息，或者从

图像中去除指定的物体和文字。基于偏微分方程的修复模型就是将图像修复过程转化为一系列的偏微分

方程或能量泛函模型，从而通过数值迭代和智能优化的方法来处理图像。

基于偏微分方程的图像修复最早是由Bertalmio等人[1]提出，利用扩散方程将待修复区域外围的信息沿

着等照度线方向向内传播，达到恢复丢失信息的目的。Tony chan等人[2]建立了全变分（TV）修复模型，考虑

到TV修复模型既不满足连通性原理，又不能平滑修复，故笔者改进提出了一个新的四阶非线性偏微分方程

模型。改进算法在恢复效果和平滑扩散方面，相对于TV模型有了一定的改善并满足了视觉的连通性原理。

在本文中，Ω表示整个图像区域，D表示信息丢失的待修补区域，Ω\D表示没有丢失信息的区域，d0为Ω

\D上的可利用图像部分，d为修复后的图像。

2 新的图像修复模型
在图像的处理领域，一副图像通常被看做是定义在有界区域Ω的分段平滑函数，并在有界变差空间上

对图像建模[3]，由于所提出的变分模型能够起到延长图像边缘的作用，从而非常适合于图像的修复。Tony

chan建立的全变分图像修补模型[2]为最小化后验能量：

（2.1）

其中，λ为拉格朗日乘数。根据变分原理，可求得与之对应的欧拉-拉格朗日方程：

（2.2）

其中 。在d变化较大的地方，扩散系数 较小。

方法是最小化下列能量函数：

（2.3）

其中，欧几里得范数： 。式（2.3）中每一项都有物理意义：第一项将

待修复区域周围的图像信息平滑的传播，传播时的收敛速度用 测量；第二项是在区域Ω\D内确

保d接近d0。

为了利用泛函导数的定义得到式（2.3）的欧拉-拉格朗日方程，建立式（2.3）的欧拉-拉格朗日泛函：

（2.4）

计算式（2.4）的泛函导数 ，并设其值为零，有：
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（2.5）

其中ν∈BV（Ω）。对式（2.5）两次微分，并令

第一项和第二项分别可化为：

（2.6）

和

（2.7）

利用控制收敛定理，极限符合移到积分号里面，并设h→0，有：

（2.8）

对式（2.8）中的前两项分步积分[4]，得出d满足下面的非线性偏微分方程：

（2.9）

其中 。当 和 为零时，方程（2.9）将不满足正则性。为了使方程满足正则

性，使用正则性条件 ，所以修改后的方程为：
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（2.10）

引进时间t，利用最速下降法可得d为下列方程的稳定解[5]：

（2.11）

方程（2.11）即为改进的非线性偏微分方程，此方程修复模型能快速平滑修复并实现连通性原理。

3 新方法的数值实现。
图像是密度值为256×256的矩阵，其中每一个矩阵元素dij对应着图像d（x，y）在点x=xi=ih，y=yj=jh的灰

度值。其中h为空间尺度大小。设时间步长为Δt，笔者以dn
ij定义d（xi，yj，tn），其中tn=nΔt，d的变差依赖于尺

度空间参数，即dt在（xi，yj，tn）的计算用欧拉方法 。

用最速下降法有：

（3.1）

利用前项差分，后项差分，中心差分[5]以及单调中心斜极限方法[6]，详述式（3.1）的离散化，当然，一些其他

的方法也比较好[7，8]。

分别用F，B，C分别表示前项差分，后项差分和中心差分，则有

（3.2）

其中

所有的图像在[0，255]之间，时间步长为0.1，并且几百次迭代后就收敛，但是收敛速度依赖于修复区域D

的大小。

4 数值实现的例子
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图1 修复一个被十字架损坏的圆环

图1通过修复一个被十字架损坏的圆环（a）展示了方程的强连通性。TV修复模型的结果是四个分离的

圆弧（b），结果是不连通的，不能实现平滑修复。方程实现了期望的较好的结果，得到右边这个圆环（c）。

图2 满足连通性的例子

图2修复被损坏的反之字形带状区域的中间部分，其最后的结果满足连通性原理，但由于差值方法的缺

陷，修复后的图像有一些锯齿。（a）是原始图像，（b）是新方程迭代800次的结果，（c）新方程迭代8000次的结

果，（d）是最后的结果。

图3 修复lena帽子上的白条

图3显示了lena帽子上的白条被修复，帽子中间的凸圈显示有立体感，修复结果不是很好，迭代几万次

后结果也许会比较满意。（a）是原图，（b）是新方程迭代1800次的结果。（c）是新方程迭代18000次的结果，（d）

是最后的结果。
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