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引言
在实域中，指数函数的代数性质满足

（aw）z=（az）w=azw[1] （1）

在复域中，有如下定义：

定义1[2] 满足w=az=ezlna（a≠0，∞为复常数）称

为一般指数函数。

定义2[3] 满足ew=z（z≠0）的函数w=f（z）称为对

数函数，记为w=Lnz

其中，

Lnz=ln+│z│+iargz+2kπi（k∈Z） （2）

这里ln+│z│表示│z│的实对数。

1 复域中的指数函数性质
在实域中，指数函数的代数性质满足（aw）z=（az）w=

azw，那么复域中指数函数能否满足性质（1）呢？

现有一例，令 ，一方面有

另一方面

即当 时，有 且 ，即

有（aw）z≠awa且（aw）z≠（az）w。

2 提出问题
从以上的 且 可知，复

域中指数函数不满足性质（1），那么提出问题，对于

任意w，z，是否有（aw）z≠awa，（aw）z≠（az）w。

3 相关知识准备
为了证明问题（aw）z≠awa，（aw）z≠（az）w成立，需要

以下相关知识的准备。

3.1 公式准备

为了解决以上问题，需要以下公式。

对于式（2），Lnz=lnz+2kπi（k∈Z），当w=ez时，

有Lnez=lnez+2kπi

当z=x+iy时，ez=ex（cosy+isiny），

特别地，当x=0，y=2kπ时，ez=e0（cos2kπ+isin2k

π）=1 （3）

那么可以推导出以下公式

Lnez=ln+│ez│+iargez+2kπi

=ln+│ez│+iargex（cosy+isiny）+2kπi

=x+iy+2kπi

=z+2kπi （4）

3.2 定义准备

另外，在证明过程中，需要运用幂函数，那么在

复域中，幂函数有如下定义。

定义3[3]：设α是一复常数，定义z（z≠0）的α次

幂函数为

令

故由式（3）和式（4）有

（5）

同理 （6）

（7）

4 证明（aw）z≠awz，（aw）z≠（az）w

4.1 证明（aw）z≠awz

在复域中，指数函数不再满足实域中的性质，

即（aw）z≠awz，可利用对数函数与幂函数的复合来证

明，证明如下。

首先，说明一点，由于（aw）z与（az）w结构具有对

称性，那么我们讨论z的取值与讨论w的取值，其实

质是一样的，在这里，只讨论z的取值。

（1）当z=0时，由式（6）可知， ，由式

（7）可知， ，则（aw）z=awz

（2）当z是非零整数n时，由式（6），式（7），可知，

即有（aw）z=awz

（3）当 （p，q为互素的整数，q≠0且q≠1）为
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有理数时，

则有（aw）z≠awz，且（aw）z=e2kπi·awz。

（4）当z是无理数μ时，

则有（aw）z≠awz，且（aw）z=e2kπi·awz。

（5）当z是虚数时，令z=α+βi（β≠0），则

则有（aw）z≠awz，且

综上所述，当z为整数时，（aw）z=awz；当z非整数

的实数时，（aw）z=e2kπi·awz；当z=α+βi（β≠0）为复数

时，

4.2 证明（aw）z≠（az）w

在复域中，指数函数不再满足实域中的性质，

即（aw）z≠（az）w，这里利用对数函数与幂函数的复合

来证明，证明如下。

由（6）、（7）式有

将式（6）与式（7）相除，可以得到

则由式（3）可知只要 z-w=k（k=0，±1，…），即

z-w为整数时，有

否则，若z-w为非整数的有理数 时，

若z-w为非整数的无理数μ时，

若z-w为复数μ=α+βi时，

5 结论
由于复域中的指数函数是多值函数，故在复域

中指数函数不再满足实域中的性质，特别地，当z为

整数时，有（aw）z=（az）w=azw，当z为非整数时，有（aw）z≠

awz，（aw）z≠（az）w。
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Abstract: The properties of exponential function in the complex domain are different from that in the real
domain. Now there is no testbook that involves researching compound multi-valued function，here we use the
compound of power function and logarithm function to prove ， ，and draw on the algebraic
properties of exponential function in the complex domain.
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