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1 引言
迭代是一种运算，而以此运算得到的方程称为

迭代方程，其一般形式是

G（f（x），f2（x），…，fn（x））=F（x），∀x∈I=[a，b]（1）

其中fi是 f的 i次迭代，且有f0（x）=x。当G是线

性函数时，（1）成为

∑n
i=1λifi（x）=F（x），∀x∈I=[a，b][1-2] （2）

关于方程（2）的特殊形式f2（x）=af（x）+（1-a）x及

λif（x）+λ2f2（x）=F（x）的解的讨论分别在1977年和

1983年得到解决，但对n次迭线性方程，直到1986年

才得以解决[3]。此后，关于方程（2）的各类正则解已

有大量的研究结果[4-8]。接着，方程（2）在保持端点不

变情形下的凸解和连续单调递减解也被讨论[9]。在

上述工作的启发下，笔者讨论了方程（2）在没有端点

限制，单调递增情形下连续解的存在性、唯一性和凸

性，接着讨论了变系数多项式迭代方程在没有端点

限制情形下连续解的存在性、唯一性和凸性。本文

接着讨论方程（2）在没有端点限制，系数满足∑n
i=1λ

i=1，λ1>0，λ2i≥0，λ2i+1≤0，i=2，3…，n，F（x）单调递

减情形下连续解的存在性和唯一性。

2 解的存在性
对一般的线性迭代方程（2），设

（H1）：λ1>0，λ2i≥0，λ2i+1≤0，i=2，3…n，且有∑
n
i=1λi=1或者λ1=1，λi=0，i=2…n。

（H2）：λ1a≤a-∑偶数λib-∑奇数i≠1λia≤b-∑偶数iλ

ia-∑奇数i≠1λib≤λib

并采用记号：C（I，I）={f（x）|f（x）为定义在[a，b]上

连续实函数的全体}，

引理2.1[2]C（I；m，M）是C（I，I）上的一个紧凸子

集。

引理2.2[2]若m<M<0，f（x），g（x）∈C（I，m，M），则

‖fn-gn‖≤∑n
j=0Mj‖f-g‖，n=1，2，…。

引理2.3[9]令 f∈C（I；m，M），其中m≤M≤0，则有

f2i∈C（I；m2i，M2i），f2i+1∈（I；m2i+1，M2i+1）。

定理2.1 若方程（2）满足条件（H1）和（H2），F∈C

（I，-M1，0），且存在M1满足：

λ1ξ<∑奇数i≠1λiξi-∑偶数λiξi-M1，

则方程（1）存在单调递减的连续解 f（x）∈C

（I，-ξ，0），其中ξ为大于零的任意常数。

证明：构造映射L：C（I，-ξ，0）→C（I），使得

由条件（H1）、（H2）和引理2.3知

因此a≤Lf（x）≤b对一切x∈I成立。

对I上任意两点x，y∈I，x>y，有

对∀f，g∈C（I，-ξ，0）有

=

（3）

从而L是C（I，-ξ，0）上的连续自映射。由引理

2.1 知 C（I，-ξ，0）是 C（I，I）上的紧凸子集，由

Schauder's不动点定理知存在f（x）∈C（I，-ξ，0），使
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得Lf（x）=f（x），即：

或者∑n
i=1λifi（x）=F（x）。

定理得证。

定理2.2 设方程满足定理2.1的的条件，且有

λ1>∑n
i=2 |λi> |∑i-1

j=1Mj

则方程（2）存在唯一解f（x）∈C（I，-ξ，0）。

证明：由定理2.1的条件和（3）式，存在0<δ<1，

使得

由 Banach 不动点定理知方程（2）有唯一解 f

（x）∈C（I，-ξ，0）。
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Abstract: In this paper we prove the existence and uniqueness of decreasing solution for the polynom
polynomial-like iterative equation∑ n

i=1λ ifi（x）=F（x）and F（x）is continuous decreasing without endpoint-fixed
restriction．
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