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前言
构造辅助函数是高等数学证明中常采用的技

巧，它起着化难为易、化未知为已知的桥梁沟通作

用。在应用微分中值定理解决问题时，究竟选择什

么函数，在什么区间上应用中值定理，是需要着重

考虑的问题。利用中值定理证明问题时，通常需要

构造一个辅助函数，因此构造适当的辅助函数就成

了证明问题的关键，也往往是解题的困难所在。本

文着重介绍了使用微分中值定理时构造辅助函数

的几种有效方法。

1 分析逆推法
利用微分中值定理时，常常会用到逆推的方法

从欲证结论入手，借助于逻辑关系制造出某个函数

的改变量，再观察其对应的区间，即可有效的构造

出所需的辅助函数。

例1 设函数 f（x）在[0，1]上连续，在（0，1）内可

导，证明在（0，1）内存在一点ξ，使得f（1）＝f（0）+

（e1-ξ-e-ξ）f'（ξ）。

分析：结论可变形为 ，

即为 ，因此可构造辅助函数g（x）=ex，

对f（x）与g（x）在[0，1]上应用柯西中值定理即可证明

结论。

证明：令g（x）=ex，由题设知f（x）与g（x）在[0，1]

上连续，在（0，1）内可导，由柯西中值定理得

，整理即得 f（1）＝f（0）+（e1-ξ-e-ξ）f'

（ξ）。

2 不定积分法
在一些问题中，单使用逆推法还不够，往往还

要借助积分法来构造出符合题设要求且满足微分

中值定理条件的辅助函数。具体方法是把欲证结

论中的ξ换成x，将替换后的等式变形为易于积分

的形式，再两边积分解出C，由此可构造出相应的辅

助函数。

例2 设函数f（x）在[0，1]上二阶可导，且f（0）＝f

（1）=0，证明存在ξ∈（0，1），使得 。

分析：在结论中用x替换ξ，有 ，

将其变形为易于积分的形式： ，两边积

分： ，即 ，

解得 。

证明：设辅助函数F（x）=（1-x）2ft（x）。因为f（x）

在[0，1]上二阶可导，所以f（x）在[0，1]上连续，在（0，

1）内可导，且f（0）＝f（1）=0，故满足罗尔定理条件，

所以存在η∈（0，1）使f'（η）=0。又在（η，1）内，F

（η）=（1-η）2ft（η）=0，F（1）=（1-1）2ft（1）=0，F（x）满

足罗尔定理条件，所以存在ξ∈（η，1），使 Ft

（ξ）=-2（1-ξ）ft（ξ）+（1-ξ）2f''（ξ）＝0，即

。

3 常数k值法
在构造辅助函数时，若表达式关于端点处的函

数值具有对称性，可以用常数k值法来构造辅助函

数。具体方法是将结论变形，使常数部分分离出来

并令其为k，恒等变形使等式一端为a与f（a）构成的

代数式，另一端为b与f（b）构成的代数式，再将端点

值改为变量x，所得表达式即为辅助函数。

例3 设a＞0，b＞0，试证存在ξ介于a、b之间，

使得

分析：将结论变形为 ，左边为常

数，因此可令 ，即 ，

则有 ，令b=x可得辅助函数 。

证明：设 （ ），则F（a）=F（b），
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由罗尔定理，存在ξ介于a、b之间，

使得 。即 ，

从而得到 。

4 乘积因子法
对于某些要证明的结论，往往出现函数的导数

与函数之间关系的证明，直接构造辅助函数比较困

难，将所证结论的两端都乘以或除以一个恒正或恒

负的函数，证明结论往往不受影响，eλx（λ为常数）

是常用的乘积因子。

例4 若函数 f（x）在[a，b]上连续，在（a，b）内可

导，且f（a）=f（b）=0，证明存在一点ξ∈（a，b），使得f'

（ξ）=f（ξ）。

分析：ex是个恒为正的因子，所证明等式或不等

式的两端都乘以或除以这样一个因子，等式或不等

式仍然成立，于是想到ex是个理想的乘积因子。

证明：构造辅助函数 ，可验证F（x）在

[a，b]上满足罗尔定理条件，故存在ξ∈（a，b），使得

，即f'（ξ）=f（ξ）。

5 几何直观法
对于一些只涉及一阶导数和几何意义比较明

确的证题，可以通过几何图形来建立恰当的辅助函

数。

例5 设函数f（x）在[0，1]上可导，且0＜f（x）＜1，

对于任何x∈（0，1），都有f'（x）≠1，试证在（0，1）内

有且仅有一点ξ，使得f（ξ）＝ξ。

分析：由图1可看出，此题的几何意义是，连续

函数y=f（x）的图形曲线必跨越y=x这条直线，而两

者交点的横坐标ξ恰满足f（ξ）＝ξ。进而，由图还

可知道，对[0，1]上的同一自变量x，这两条曲线纵坐

标之差f（x）-x可构成一个新的函数F（x），它满足F

（0）＞0，F（1）＜0，因而符合零点定理的条件。

证明：令F（x）=f（x）-x，则由题设知，F（x）在[0，1]

上连续，且F（0）=f（0）＞0，F（1）=f（1）-1＜0。由零点

定理知，至少存在一点ξ∈（0，1），使得 F（ξ）=f

（ξ）-ξ=0，即f（ξ）=ξ。

用反证法证明唯一性。设有两个点x1，x2∈（0，

1）均有f（x1）=x1，f（x2）=x2，在x1与x2所构成的区间上

运用拉格朗日中值定理有 ，这与

ft（x）≠1矛盾，故结论成立。

6 结语
从以上例子可以看出，与微分中值定理有关的

证明问题都有一定难度，但是通过构造适当的辅助

函数，问题便可迎刃而解。除了上述五种方法外，

根据问题不同可能还有其他一些构造辅助函数的

好方法，这些方法值得我们进一步研究。
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Abstract: This article mainly introduces some effective methods of constructing auxiliary functions in applying

differential mean value theorem.
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