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近些年来，反应扩散方程日益受到重视，它涉及物理、化学和生物等领域，有着强烈的实际背景和光明

的应用前景。同时，由实际问题提炼出来的反应扩散方程模型，也对数学家们提出了许多具有挑战意义的

课题，解决这些课题所跨出的每一步，都对数学理论的发展起到了积极的贡献和推动（[1，2]）。在众多的反应扩

散方程研究课题中，本文主要关注一类反应扩散方程解的熄灭（extinction）现象。

考察如下反应扩散方程

， （1）

的第一初边值问题

（2）

其中，Ω是Rn（n≥3）中的有界区域，其边界∂Ω∈C2，常数

λ＞0，0＜p＜1，0＜q＜1，

初值u0（x）满足0≤u0（x）∈Cr（Ω）（0＜r＜1），且在∂Ω上，u0（x）=0。

由[3]知，问题（1）（2）存在唯一的局部解 。

定义 设u（x，t）为问题（1）（2）的解，若存在T0∈（0，∞），使当t≥T0时u（x，t）≡0，则称解u（x，t）在有限时

间内熄灭（extinction）。

反应扩散方程（1）的右边是反应项，可以粗略的指任方程右边的第一项是吸热项，第二项是放热项。顾

永耕[7]指出，当第二项不出现时，解在有限时间内熄灭的充分必要条件是p∈（0，1）。杨世廞[8]研究了反应项既

有吸热项、又有放热项的反应扩散方程的情形，认为其放热项是一个梯度项，在实际的应用中比较少见，问题

（1）（2）曾在趋药学研究中作为数学模型导出[9]。在上述研究成果的基础上，本文试图将反应项中的第一项和

第二项放在一起，考察这两项将如何相互作用，相互抑制？常数λ，p，q应满足什么条件时，解的熄灭才会发

生？以下是本文的推导证明过程。

定理 存在正常数q*∈（0，1）及λ0，当0＜p＜1，0＜q＜q*，且λ≥λ0时，问题（1）（2）的解必在有限时间

内熄灭。

证 设u（x，t）为问题（1）（2）的解，方程（1）两边同乘以uk（k≥1为待定常数），并在Ω上积分之，得

整理得

（3）

其中， .

对于任意的ε1＞0，取0＜α＜2，应用Young不等式，得

若

（4）
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则有

由Poincare不等式，有

故有

（5）

其中，ε＝C2ε1.

取 ，由（3）（5）得

（6）

另一方面，由Nirenberg-Gagliado不等式[3]知

其中， 取θ＞0，则有

若θ＞0，满足

0＜θσ＜2 （7）

（8）

则对任意的δ＞0，应用Young不等式，得

其中， .

因此得

从而有 （9）

取λ充分大，使

（10）

其中，C3为（6）中的常数，则有

取δ充分小，易知

， （11）

由此得

代人（6），得

（12）

取k，使
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（13）

易知，当0＜q＜1时有

（14）

由（11）（12），得

记 ，则有

从而得

（15）

其中， ，C6为某正常数。

综上所述，若所选常数满足条件（4）（7）（8）（13），则当λ＞λ0，即满足（10）时，问题（1）（2）的解必在有限

时间内熄灭，从而定理得证，并且得到估计式。

让我们考察如下由（4）（7）（8）（13）组成的关系式：

由于 ，而 ，显然有0＜θσ＜θ＜2，故条件（7）成立。同时，只要条件

（13）成立，则有

从而条件（4）成立。故只要能选到k（k≥1），使条件（8）（13）成立就行。

由（8）解得 ，代人（13），整理得

（15）

记上述方程为ak2+bk+c=0，并记其判别式为Δ=b2-4ac.

因0＜p＜1，0＜q＜1，故b＞0，c＞0。若取α，使0＜2q＜α＜2，则有α＜0，从而Δ＞0，方程（15）有两个

不等实根，且因 ，由韦达定理，这两根中必有一个为正根。显然，此正根 。

此时有

易证，当且仅当

（16）

时，有-b-2a≤0，从而 由此即得k≥1。因此定理的证明归结为证明上述常数q0满足0＜q0＜1。
显然q0＞0，而

由于0＜2q＜α＜2，故只要

就可取到α，使 ，从而0＜q0＜1。

综上，取 ，当0＜p＜1，0＜q＜q*，且λ≥λ0时，问题（1）（2）的解必在有限时间内熄

灭，其中λ0如（10）所示，而q0如（16）所示。至此，定理得证。
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Extinction of Solutions for A Class of Reaction-Diffusion Equations

HUANG Yong-sui
（Quanzhou Economic and Trade College，Quanzhou，Fujian 362000）

Abstract: The first initial-boundary value problem of a class of semilinear heat equations is studied. A
sufficient condition is given，under which the solutions will have a finite extinction time.
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