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浅谈极限教学
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(西昌学院 预科部
,
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【摘 要】极限是微积分学中一个重要概念
,

是学 习微积分的基础
。

由于极 限定义的逻辑结构相 当复杂
,

概念抽象
,

难理解
,

是教学难点
。

本文根据多年的教学实践提 出从实例出发得出极限描述性定义
,

再过渡到

精确定义
,

最后是几何解释的教学方法
,

从而达到分散教学难点
,

提高教学质量的目的
。
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极限概念的
“ 。一N

”
定义 2 极限概念教学

极限概念是微积分学的基础
,

在一段时间内没

有严格的定义
,

直到十九世纪法国数学家柯西和德

国数学家魏尔特拉斯才对极限概念提出了严格定

义
,

即
“ s
一N

”

定义
。

数列极限的概念
,

设
a , , a Z , a 3 ,

…
, a 。 ,

…是无穷

数列
。

如果存在一个数 A
,

使得对任意的正数 >5 0
,

总有 N > 0
,

使
n ) N 时总有 1

a n 一 A } s<
,

就说
,

当
n
趋近于正无穷时

,

数列
a 。

的极限为 A
。

记为乌蚁
a n = A 或 an 一 (A

n 一 aO )

这个定义中
,

用了
“ s ”

这个希腊字母
,

所以叫做
“ 。
一 N

”

定义或
“ s
一语言

” 。

用这个定义讲述极限概

念
,

可以表达得十分严格
,

可以说清什么是无穷小
,

什么是极限
。

但是定义的逻辑结构复杂
,

用数理逻

辑表示为
:

“

乌蟋
。 。 二 A

” = d f

“

(日A ) ( V动 ) (日N习 ) ( V
n 〕 N ( } 、 一 A }交 )

” ①

这里包含了 4 个逻辑层次
,

是学生从没有遇到

过的逻辑结构如此复杂的定义
。

一百多年来
,

这个定

义始终占据着微积分的讲堂
,

要学习和掌握微积分
,

就必须学习极限
,

学习极限就必须通过
“ 。
一语言

”

这

一难关
。

但这一难关让一般理工学生都望而生畏
,

而

文科类
、

经济类
、

预科类学生更难理解
,

教学难度太

大
。

如何处理这个难点呢 ?下面根据教学实践
,

谈一

谈极限概念教学
。

2
.

1 数列极限的概念

先考察无穷数列
,
上 上 上 上

几 ’
2

’
3

’
4

. ’ n

势
。

当
n
无限增大时

,

数列的通项言随着
n

限地趋近于常数零
。

的变化趋

的增大无

又如数列 0
.

9
,

.0

无限增大时
,

通项 1 -

9 9
,

0
.

枷
9 9 9

, ·

”

,

1 一

赤
,

…
,

当
n

限趋近于常数 l
。

上述两个数列的变化具有如下特征
:

( l) 变化过程是无限的
,

项数是无限的
。

( 2) 变化过程中
,

随着
n
的增加

,

数列中的项趋

近于一个确定值 ( 0 和 1 )
,

这个确定值对数列的变化

起着限制作用
,

是数列变化的极点
。

以上两个特征的确立
,

容易得出无穷数列极限

的描述性定义
。

如果数列 l
a 。

}
,

当
n
无限增大时

,

数列的项
a 。

无

限趋近常数 A
,

则称数列 { a
。

}以 A 为极限
。

记作乌蚁
。 n 二 A 或

。 。

一 (A
n一 ao )

描述性定义直观
、

易懂
,

但定义中的
“

无限增

大
” , “

无限趋近
”

意义不明确
。 n
无限增大是指

n
充

分地大
, a n

无限趋近于常数 A 是指 1
a n 一 A } 可以

任意小
。

即对给定的任意小的正数
。
总能在数列中

找到一项
a 。 ,

使得这项以后的所有项与 A 的差的绝

对值都小于
s ,

也就是说
,

对给定的正数
s ,

能找到

N
,

使
n > N 时

,

有不等式 l
a 。 一 A ! 切 恒成立

。

从

而得出数列极限的精确定义
。
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设有数列 {氏 }与常数 A
,

对于任意给定的正数
s ,

总存在相应的正整数 N
,

使得当
n

>N 时的一切 ` 都

满足不等式 I
a 。 一 A ! 切

,

则称 A 为数列 !` }的极限
。

记作丹i见
。 , 、 = A 或

。 n

一 (A
n ~ 二 )

上述定义中
, 8 的任意性确保了

a 。

与 A 的无限

接近
,

任意给定
。 可以确定相应 的 N

,

一般地
, s
越

小 N 越大
。

若将 }
a n 一 A } <。 写成 A 一 e

a<
n

A<
+

。 ,

将满足不等式的项在数轴上表示出来
,

则这些项

在数轴上对应的点都落在开区间 ( A 一 。 ,

A + 幻 内
,

当
。
很小时

,

区间 ( A 一 。 ,

A + s) 也很小
,

可以非常直

观地看出从第 N 项以后 的所有项
a 。

与 A 的无限接

近程度
。

如图 l 所示
。

乌
一

节蔺育一万李司凉一
兮

图 l

在教学中
,

通过实例得到描述性定义
,

再过渡到

精确定义
,

最后是几何解释几个步骤
。

使学生对极

限定义认识既有直观性又有严密性
,

从而达到分散

难点
,

得到较好教学效果的 目的
。

2
.

2 自变 , 趋近于无穷大时函数的极限

数列是一种特殊的函数
,

数列 {杏} 和函数 , 二

令x( > 0)
,

当
n一 十 , 和 x一 十 aO 时的图形的变化趋

势是一样的 (如图 2
,

图 3) 只不过在变化过程中
, n

只取正整数
,

且离散地增大
。

而 : 可以取任何正实

数
,

且连续地增大
。

图 3

事实上
,

当自变量
x
趋近于无穷大时函数的极

限概念可仿照数列极限的概念
,

于是有函数极限的

描述性定义和精确定义
,

如表 1
。

表 1

名称与记号 例子 直观描述 精确定义

f( x )在正无穷远处极限

xl兜 f ( x ) 二 A

或 f ( x ) ~ A ( x ~ + ao )

f( x )在负无穷远处极限

少几务
。

少: (合)一
。

当
x
无限增大时

f( x )无限趋近于 A

V e > O
,

日M > 0

使得 >x M 时
,

! f切
一 A }令 恒成立

l im 上
尸一 x Z

二 O
:

!二几 f ( x ) 二 A

或 f ( x )一 A ( x * 一 二 )

f( x )在无穷远处极限

xl兜 f ( x ) = A

少兜 x2 = 。

辣专
= 。

当
x
无限减少时

f( x) 无限趋近于 A

V￡ > 0
,

日M > 0

使得
: < 一 M 时

,

} f切
一 A l电恒成立

或 f ( x )一 A ( x一 ao )
l im 奋L es _

尸 . x + l 一

当 l
x

!无限增大时

f( x) 无限趋近于 A

V ￡ > 0
,

日M > 0

使得 j
、
I
> M 时

,

} f功
一 A }交 恒成立

2
.

3 自变. x 趋近于有限值时函数的极限

在学生对极限概念有一定的认识后
,

可通过实

例来考察自变量趋于有限值
a
时

,

函数 f(
x ) 的变化

趋势
。

设
: 函数 f (

x ) =

化趋势
。

见表 2
。

x Z 一 4

x 一 2

,

讨论当
x , 2时

,

f(
、 )的变

表 2

9 9 9 9 9 9 9
· · ·

一 2~ … 2
.

仪幻 l 2
.

00 1

f ( x )
.

9 9 9 3
.

9 9 9 9 … ~ 4 ~ … 4
.

(叉X) 1 4
,

0 0 1
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从表中可以看出
,

不论
x
是从小于 2 或是大于

2 的方向趋近于 2 时
,

f ( x) 都趋近于常数 4
,

即是当
x

无限趋近 2 时
,

f ( x )以 4 为极限
。

记为 !峡兰
州

粤
= 4

。

, 一
·

~ 一一
一

’

一
, 一 、 一 ` ’

一 ” “ 一
’ 『

一
’

一
` ’ x

~ z x 一 2

将
“ x
无限趋近于

a ” , “

f( x) 无限趋近于 A
”

量化
,

可得

到 f ( x) 当
x 、 a

时极限的精确定义及左右极 限的定

义
,

见表 3
。

表 3

名称与记号 例子 直观描述 精确定义

f( x) 在点
a
的左极限

当
x
无限趋近于

a
V >s 0

,

日6 > 0

勿
一

fx( )
= A 且

x
a< 时 当

a 一 a x< a< 时
,

f( x) 在点
a
的右极限

l im x Z 一 4
x
礴 2

l im
。

二 4

f( x) 无限趋近于 A

当
x
无限趋近于

a

有 I x)K
一 A }勺恒成立

勿
,

f ( x
)

= A

x 一 2

X
且 >x

a
时

V s > 0
,

日吕> 0

当
a

x< a< + 5 时
,

x
~ l

`
x + l

二

万 f( x) 无限趋近于 A 有 I x)K
一 A }心恒成立

f( x) 在点
a
的极限

{蚊 f (
x
)
二 A

x一 l充分小时
,

V
s > 0

,

日6 > 0

二

万
f( x) 无限趋近于 A

当 }
、 一 { < 6 时

,

有 l ffx)
一 A }令恒成立

从表中可以看出
,

当 X o
a
时

,

f ( x) 的极限存在

的充分必要条件是 f ( x) 在点
a
的左右极限存在且相

等
,

即勿
一

f (
x
)

= l加
,

f (
x ) =

{沈f (
x
)
二 A

。

3 结论

极限概念是微积分学中一个重要的概念
,

是学

习微积分学的基础
,

要掌握微积分
,

就必须通过极限

概念的
“ s
一语言

”

这一难关
。

在教学中如何处理这一

难点
,

方法较多
。

一是不讲极限定义
,

只要求学生会

求极限
。

二是不惜花费大量学时
,

让学生学好严格的

极限理论
,

打好数学基础 ;三是让学生学习极限的描

述性定义及运算法则以及求微分求积分的方法
,

然

后再补讲极限理论
。

这些方法都各有利弊
。

本文提出

的方法既有直观性
,

学生易懂易学
,

又有严密性
。

适

用于理科类
、

经济类
、

文科类及预科类学生的教学
,

且都能收到很好的教学效果
。
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