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!" #$ 目标中含有模糊系数的线性规划，是模糊决策的一个重要内容。本文对目标中含有

三角型模糊数的单目标问题给出了一种解法，并对目标中含有模糊系数的多目标问题作了重点讨论。

%&’() 模糊多目标线性规划；模糊数的序；模糊评价函数
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" 引言

数学规划作为解决最优化问题的一种重要手

段，对它的研究由来已久。建立数学规划时，其目标

函数及约束系数需要决策者事先确定。现实世界中

诸多事物的不确定性，为估计这些系数的精确值造

成了很大的困难。模糊规划的引入为解决此类问题

提供了一种有效途径。许多作者对目标中含有模糊

系数的情形作出了很好的讨论，参见〔!.&〕。本文从

模糊数的序关系出发，对此类问题作出了讨论。

% 模糊数的序

在讨论之前先引入本文中将要用到的模糊序关

系!。

%/〔(〕!0，!1为三角型模糊数。记由必然度〔(〕引入的

序关系，234为：

!05（0；0，0），!15（1；1，1），则

!0234
!1!607（%$6）0"（%$6）1761 （%）

其中0，0，0，1，1，1#4，6#〔"，%〕

!/〔-〕区间数之间的序关系289

记+5〔0，0〕，:5〔1，1〕，+95
0$0
!

，:95
1$1
!

+5:!051，051
则定义+289:!0"1$+9":9$+%: （!）

由以上定义易知，234及289均不是完全序。

! 主要结果

两个模糊数!0，!1，用模糊序关系!进行比较，有

如下几种情形：

;）!0 ! !1，!1 !!0

;;）!1 ! !0，!0 ! !1

;;;）!0 ! !1，!1 ! !0

;<）!0 ! !1，!1 ! !0

这里 ! 指!0，!1不具有关系!/对于;;;），;<）两种

情形，我们都认为!0，!1无法比较。例如，三角型模糊数

!0，!1，当0505151，但0%1时就有!0234
!1且!1234

!0/二者无

法用序关系234进行比较。又如，62 %
!

时，!05（#；,，(），

!15（=/’；,/%，-），也有!0234
!1且!1234

!0/

引理%/对三角型模糊数!05（0；0，0），当6> %
!

及0>

0时有：

607（%$6）0>（%$6）0760

引理!/对（%）式所定义的序关系234，当6> %
!

时，

对形为!05（0；0，0）且0>0的三角型模糊数，以及（!）式

所定义的289关系对区间数，模糊数之间的比较只为

上述;），;;），;;;）的情形，而且均不是自反的。

证明：只需证情形;<）及自反性不成立即可。

对!05（0；0，0），!15（1；1，1），0>0，1>1

6> %
!

时，有!0234
!0不成立。

若有!0234
!1，!1234

!0，则有

607（%$6）0"（%$6）1761
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!"#（$%!）"!（$%!）&#!&
由引理$就有

（$%!）&#!&’!&#（$%!）&!（$%!）"#!"’!"#（$%!）"
!（$%!）&#!&，矛盾。

’()关系显然。引理*证毕。

在以下讨论中，我们选取的序关系均满足：情形

+,）不成立，且不具有自反性。

目标中含有模糊系数的单目标线性规划模型

为：

-!&. !)（.）/!&$.$#"#!&0.0 （1）

234 .#5/｛.#6
0
78.!"，.$9｝

-!&.是在模糊数的一般序关系意义下的模糊极

大值，其解意义如下：

定义1 对模糊单目标线性规划问题（1），.%#
5称为（1）关于序!的解，

若&".#5，使得!)（.%）!!)（.）。

定理: 设（1）的目标函数系数为三角型模糊

数，且不全为!&/（&；&，&）的形式，则它的目标函数可

以写为：

!)（.）/（;（.）；;（.），;（.））

若 .%#5是线性规划问题（:）的最优解，则.%是

（1）关于’<6（!= $
*

）的解。

（(>） -&. （$%!）;（.）#!;（.） （:）

234 .#5
证明：若.%#5是(>（:）的最优解，则对’.#5，

（$%!）;（.）#!;（.）!（$%!）;（.%）#!;（.%）（?）

!= $
*

，且目标系数中至少存在一个!&@9
，有&@9’&@93

则目标函数的值总有;（.）’;（.）成立。

若&.#5，使得!)（.A）’<6
!)（.），则

!;（.%）#（$%!）;（.%）!（$%!）;（.）#!;（.）

由引理$，（$%!）;（.%）#!;（.%）’!;（.%）#（$%!）;
（.%）!（$%!）;（.）#!;（.）

这与（?）矛盾。定理:证毕。

目标中含有模糊系数的多目标线性规划模型

为：

-!&. !)$（.）/!;$$.$#
!;$*.*"#!;$0.0

-!&. !)(（.）/!;($.$#
!;(*.*"#!;(0.0 （B）

234 8.!"
.$9

其中!;@C#D（6），D（6）为实模糊数之集，

8/（&@C）-E0，"/（"$，""-）
<
，

F/$，"(，C/$，"0
模糊多目标规划（B）的目标值是含有模糊数的

向量，比较时关系较一般向量复杂，故我们可以得到

的解的意义也比普通的（弱）有效解弱。由于模糊数

的比较不会出现情形+,），故多目标模糊向量在序关

系!下的比较可能为以下情形：

!)$/（
!)$（.

$
），!)*（.

$
），"，!)(（.

$
））

<
，!)*/（)$（.

*
），

!)*（.
*
），"，!)(（.

*
））

<

@）!)@（.
$
）!!)@（.

*
），@/$，"F

!)@（.
$
）! !)@（.

*
），@/F#$，"(，其中9!F!(

@@）!)@（.
$
）!!)@（.

*
），@/$，"F$；

!)@（.
*
）!!)@（.

$
），@/F$#

$，"F*
!)@（.

$
）! !)@（.

*
），!)@（.

*
）! !)@（.

$
），@/F*#$，"(

其中9’F$’F*!(
通过对模糊目标的比较，定义（B）的解如下：

定义? 对模糊多目标规划（B），.%#5称为（B）

关于序!的弱较优解，若&".#5，

使!)@（.%）!!)@（.）对@/$，"(均成立。

我们还可以进一步定义如下：

定义B 对模糊多目标规划（B），.%#5称为（B）

关于序!的较优解，若&".#5，

使!)@（.）! !)@（.%）对@/$，"(均成立。

由定义显然有：.%#5是（B）关于序!的较优解

(.%#5是（B）关于序!的弱较优解。

文〔*%B〕中对模糊多目标的处理，均是将其转化为

经典多目标规划来求解，我们将要讨论的方法，则是

通过引入模糊评价函数，从而将模糊多目标转化为

模糊单目标后再求解。

定 义G !& @：5)D（6）是 模 糊 映 射 ，!& @（.）是 模 糊

数，.#53
!H：D（6）ED（6）E"D（6）)D（6）是模糊变换。

(个

作模糊映射!I：5)D（6）为：!I（.）/!H（!&$，"，!&(）/
!&

#D（6）满足

若!&@（.$）!!&@（.*）对.$，.*，@/$，"(成立，则有!I（.$）

!!I（.*），称!I为（B）关于序!的模糊评价函数。
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由定义!可知，当!"是对单个模糊数的作用时，能

够保持模糊数之间的序关系，即：

性质# $%&时，!"（’）满足：对’&，’(!)，若!*（’&）!!*

（’(），则!"（’&）!!"（’(）+
定义, 对模糊多目标规划（-），关于!有满足定

义 !的 模 糊 评 价 函 数!"，对’"!)，若#"’!)，使得!"

（’"）!!"（’），称’"为（-）关于序!的!"—模糊最优解。

故’"!)是模糊多目标规划（-）关于序!的!"—

模糊最优解的充要条件成为：

’"!)是.$/（#）关于序!的解。

（.$/）0!*’ !"（’）%!1（!2&（’），$，!2$（’）） 3#）

4+5 ’!)%｛’!6
7
89’%:，’&;｝

定理&; 模糊多目标规划（-）关于序!的模糊评

价函数!"存在，则（-）关于序!的!"—模糊最优解即是

（-）关于序!的弱较优解。

证明：设’"!)是（-）的!"—模糊最优解，即’"!
)是.$/（#）的解，

故#"’!)，使!1（!2&（’"），$，!2$（’"））!!1（!2&（’），

$，!2$（’））

若’"!)不是（-）的弱较优解，则#’!)，使得!2<

（’"）!!2<（’）对<%&，$$成立。

由模糊评价函数的性质知

!1（!2&（’"），$，!2$（’"））!!1（!2&（’），$，!2$（’）），矛

盾。

定理&;证毕。

下面我们给出例子说明模糊评价函数存在。

命题&& !*<!.（6）为三角型模糊数，令

!1（!*&，$，!*$）%
$

<%&
#"<<

!*<

其中"<&;为给定实数，则由此得到的

!"（’）%
$

<%&
$"<<

%*<（’） （,）

是（-）关于（&）所定义的序=>6的模糊评价函数。

证明：需证对所有满足!*<=>6
!:<，<%&，$$的三角型

模糊数!*<%（*<；*<，*<），!:<%（:<；:<，:&<），有%1（%*&，$，%*$）=>6
%1

（%:&，$，%:$）成立。

由（&）知有：

?*<@（&A?）*<%（&A?）:<@?:<，<%&，$$ （&;）

由扩展原理知："<
%*<%（"<<*<；"<<*<，"<<*<），<%&，$$

$

<%&
$"<<

%*<（’）%（
$

<%&
$"<<*<；

$

<%&
$"<<*<，

$

<%&
$"<<*<）

$

<%&
$"<<

%:<（’）%（
$

<%&
$"<<:<；

$

<%&
$"<<:<，

$

<%&
$"<<:<）

（&;）分别对<%&，$$乘"<以后再迭加：

$

<%&
$"<（?*<@（&A?）*<）%

$

<%&
$"<（（&A?）:<@?:<）

即?
$

<%&
$"<<*<@（&A?）

$

<%&
$"<<*<%（&A?）

$

<%&
$"<<:<@?

$

<%&
$"<<:<

故有

$

<%&
$"<

%*<=>6

$

<%&
$"<

%:<，命题得证。

如果选择上述模糊评价函数，（-）关于序!的%"
—模糊最优解可以通过解

（.$/） 0%*’
$

<%&
$"<2<

%（’） （&&）

4+5 ’!)%｛’!6
7
89’%:，’&;｝

而得到。

定理&( 若’B!)是（-）关于序=>6（?C &
(

）的较优

解，则’B是（-）关于序=>6的%"—模糊最优解。此处%"由

（,）式定义。

证明：’B!)是（-）的较优解，则

#"’!)，使得%2<（’）! %2<（’"）对<%&，$$成立。

故

’’!)，#<，使得%2<（’）!%2<（’B）

进而有：

?2 <（’）@（& A?）2<（’）%（& A?）2 <（’B）@?2<（’B）

（&(）

当?C &
(

时，有

?2<（’）@（&A?）2<（’）&（&A?）2<（’）@?2<（’）对 任

意’成立。

于 是 ，’’!)，#<，使 得（&A?）2<（’）@?2<（’）%

（&A?）2<（’B）@?2<（’B）

’B!)就是DE$/（&F）的弱有效解。

（DE$/） 0*’ （&A?）2&（’）@?2&（’）

0*’ （&A?）2$（’）@?2$（’） （&F）
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!"#$%
〔!〕 "#$%&’#( )*+，,-+$%&)*+ .(*$%，/(001 2(34+536 7896:4+;6 <6:+=+#$ 2*>+$%，?64-#<= *$< *553+:*4+#$=〔’〕，@5A+$%6A&

B6A3*$%，C6A3+$，.6+<6386A% !DDE，FG!HFIFJ

=J4 K!LM｛K!N
$
OPK"8，K#G｝

由定理Q可知KR!L即是（I）关于序STN的!-—模

糊最优解。定理证毕。

构造模糊评价函数是求解多目标问题的一种途

径。我们又注意到，实模糊数的!&水平集是一个区

间数，带模糊系数的多目标规划就可以转化为带区

间数系数的多目标规划。给定一个理想水平!，通过

求!&水平集可以将（I）转化为：

?*K 〔!,!（K）〕!M〔
!,!!〕!K!U$U〔!,!$〕!K$

?*K 〔!,)（K）〕!M〔
!,)!〕!K!U$U〔!,)$〕!K$ （!V）

=J4 K!LM｛K!N
$
OPK"8，K#G｝

将（!V）改写为带区间数系数的多目标规划的一

般形式：

?!*K P!（K）MP!!K!U$P!$K$
?!*K P)（K）MP)!K!U$P)$K$ （!I）

=J4 K!LM｛K!N
$
OPK"8，K#G｝

其中P+（K），P3>!W（X），W（X）为实数轴上一切区

间数之集。

命题!E 令!%：W（X）YW（X）Y$W（X）W（X），
)个

!%（P!，$P)）M
)

+M!
"!++P+，其中P+!W（X），!+#G为给

定实数，+M!，$)

则!-：L%W（X），!-（K）M!%（P!（K），$P)（K））是（!I）

关于S),的模糊评价函数。

证明：需证若P+S),C+，P+M〔*+，*+〕，C+M〔8+，8+〕!W

（X），+M!，$)，有

!%（P!，$P)）S),
!%（C!，$C)）

（P+）:M
!
F
（*+&*+），（C+）:M

!
F
（8+&8+），+M!，$)

由P+S), C+ 可知：*+"8+$（P+Z:"（C+）:[且P+&C+，+M

![$)

!%（P!，$P)）M〔
)

+M!
"! +*+，

)

+M!
"! +*+〕，!%（C!，$C)）M

〔

)

+M!
"!+8+，

)

+M!
"!+8+〕

\!%（P!，$P)））:M
)

+M!
"!+（P+）:，\

!%（C!，$C)））:M
)

+M!
"!+

（C+）:

由*+"8+可知

)

+M!
"!+*+"

)

+M!
"!+8+

由（P+）:"（C+）:可知（!%（P!，$P)））:"（!%（C!，$C

)））:

由P+&C+可知!%（P!，$P)）&
!%（C!，$C)）

即是!%（P!，$P)）S),
!%（C!，$C)）J命题证毕。

由命题!E我们可以通过求解下列/)W（!]），得

到（I）的!&!-—模糊最优解。

（/)W） ?!*K
)

+M!
"!++P+（K） （!]）

=J4 K!LM｛K!N
$
OPK"8，K#G｝

E 实例分析

例!J ?!*K !̂
!MVK!UIKF （!_）

?!*K !̂
FMEK!U_KF

=J4 FK!&KF"F

K!UFKF"I

K!，KF#G
其中VM（V；Q，]），IM（I；QJV，]JV），EM（E；F，Q），_M

（_；I，!G）

取!!M!FMGJV，>MGJI，（!_）的!-—模糊最优解成为

通常的单目标问题的解：

?!*K EJQK!UVJDVKF
=J4 FK!&KF"F

K!UFKF"I

K!，KF#G

求解得K’M（F，F）T，即是（!_）关于STN的!-—模糊

最优解，最优值为：

!̂R
!MFFM（FF；!]，FD），!̂R

FMFFM（FF；!I，F_）

!&!-—模糊最优解的例子可以类似给出。
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〔!〕"#$%&’(%) *%)+，,$%&’-$)+ *%)+，. (/001 2/34$’&56784$97 3$)7%: ;:&+:%22$)+，(/001 <74# %)= <1#472#，>? @AAB ?@C
B!D

〔E〕 FD<4%)371 -77，GDH -$ (/001 2/34$;37 &56784$97 ;:&+:%22$)+ %)= 8&2;:&2$#7 ;:&+:%22$)+ I$4J ;%:74& &;4$2/2〔H〕，

(/001 <74# %)= <1#472# KE，@AAE !BKC!>>D
〔L〕 ,&J%27= < M#2%)，.5&/’N%$ "DF3’O%))%，<4%5$3$41 &P 2/34$’&56784$97 )&)3$)7%: ;:&+:%22$)+ ;:&5372# I$4J P/001 ;%:%2747:#

〔H〕，,%4J72%4$8# %)= Q&2;/47:# $) <$2/3%4$&) EKA @AAE E!@CE!?D
〔K〕,D- "/##7)，,D.5=73 .%41 ,%%41，RJ7 #4%5$3$41 )&4$&)# P&: P/001 )&)3$)7%: ;:&+:%22$)+ ;:&537)87〔H〕，(/001 <74# %)=

<1#472# >K @AAB E@ACE!ED
〔?〕<%S%I%D,，T/2$)7DR，U)47:%84$97 P/001 =78$#$&)’2%S$)+ P&: 2/34$’&56784$97 3$)7%: P:%84$&)%3 ;:&+:%22$)+ ;:&5372#〔H〕，

-%:+7 <8%37 <1#472# K @A>E @VKC@EED
〔B〕WDO&:4&3%)，GDX7+%)$，. :79$7I &P #&27 274J&=# P&: :%)S$)+ P/001 #/5#74#〔H〕，(/001 <74# %)= <1#472# E! @A>A @C

@@D
〔>〕 "$#%& U#J$5/8J$，"$=7& R%)%S%，,/34$’&56784$97 ;:&+:%22$)+ $) &;4$2$0%4$&) &P 4J7 $)47:9%3 &56784$97 P/)84$&)〔H〕，F/:&;7%)

H&/:)%3 &P M;7:%4$&)%3 G7#7%:8J，L> @AAV !@AC!!KD

!"#$%& ’&()&%**"#) +",- ./0012#/*3$&$4 5(6, 5($77"8"$#,6

!"#$ %&’()*&’

（!"#$%&’ (’")*+,"-.，/$*’01% 234425，!"#$%&’）

936,&%8,： -$)7%: ;:&+:%22$)+ I$4J P/001’)/257:7= Q&#4 Q&7PP$8$7)4#，$)83/=7 &P <$)+37’&56784$97 %)= ,/34$’&56784$97
;:&5372#，$# % $2;&:4%)4 8&)47)4 $) P/001 =78$#$&) 2%S$)+#DU) 4J$# #4/=1，I7 +$97 % #&3/4$&) 4& P/001 #$)+37’ &56784$97 3$)7%:
;:&+:%22$)+ ;:&5372# I$4J 4:$%)+/3%: P/001 ’)/257:7= 8&#4 8&7PP$8$7)4#DRJ7 &56784$97 8&#4 &P P/001 2/34$ ’&56784$97 3$)7%:
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